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Реферат. Исследования проводили с целью математического описания случайных от-
клонений входящего потока сырья, для обоснования необходимых рациональных режимов функ-
ционирования непрерывно действующих агрегатов в АПК. Входящий поток задается средним 
значением и случайными отклонениями в разные направления. Интенсивности отклонения от 
среднего значения в большую или меньшую сторону могут быть разными. Числовые характери-
стики входящего потока определяются путем обработки статистических наблюдений. Отдельно 
рассматриваются две задачи. В первой, с целью определения времени или цикличности реагиро-
вания на изменения входящего потока, изучается их общее количество. Для этого использовали 
модель чистого размножения. На основе построенной модели вычислены численные значения 
вероятности того, что к моменту времени t окажется n отклонений. Такая функция Pn(t)  имеет 
свой максимум для любого значения n. При решении второй задачи допускается, что отклонения 
среднего значения входящего потока в разных направлениях могут частично или полностью ком-
пенсировать одно другое. Для учета таких особенностей случайного потока использовали модель 
размножения и гибели. Вычисления соответствующих вероятностей сводится к решению систе-
мы дифференциальных уравнений с учетом условия нормировки Р0+Р1+Р2+ … Рn=1. Расчеты 
показали, что при равенстве интенсивностей отклонения в разных направлениях, графики вероят-
ностей Pn(t)   имеют общую асимптоту по времени. Следовательно, отклонения с одинаковой 
интенсивностью, имеющие разные знаки, компенсируют одно другое. Если интенсивности не 
равны, то вероятности Pn(t)   выходят к своим индивидуальным асимптотам. Это означает, что 
входной поток со случайными отклонениями принимает свое стационарное состояние с некото-
рой приведенной интенсивностью. Рассмотренные математические модели позволяют вычислять 
вероятностные значения параметров входящего потока и их изменений по времени. Это дает воз-
можность обосновать необходимый рациональный режим функционирования непрерывно дей-
ствующих агрегатов с учетом случайных отклонений входящего потока. 

Ключевые слова: случайные процессы, входящий поток, интенсивность отклонений, 
модель чистого размножения, модель размножения и гибели, численные расчеты.  

ональных режимов функционирования непре-
рывно действующих агрегатов в АПК. 

Условия, материал и методы. Расчет 
конструктивных параметров технических 
устройств и исследование протекающих в них 
технологических процессов возможны при 
наличии соответствующих математических 
моделей. Как правило, их строят на основе 
фундаментальных законов сохранения массы, 
импульсов или энергии в предположении, что 
объект изучения имеет детерминированный 
характер [9, 10]. Учет случайных отклонений 
входящего потока возможен при выборе режи-
мов эксплуатации агрегата.  

Как известно, при моделировании случай-
ных процессов успешно используют теорию 
массового обслуживания, которая, в свою оче-
редь, опирается на теорию вероятностей и 
математическую статистику. Для анализа и 
управления случайными процессами АПК 
будем использовать терминологию и методы 
теории массового обслуживания. Одно из ос-
новных ее понятий – требование на обслужи-
вание. Для удовлетворения таких требований 
необходима система массового обслуживания 
(СМО), работу которой определяют характе-
ристики и интенсивность потока требований, а 
также особенности их обслуживания. 

С учетом этого достаточно большое коли-
чество разновидностей технологических ли-
ний, технических устройств и агрегатов, кото-
рые работают в непрерывном режиме, могут 

Введение. Одна из особенностей совре-
менного периода развития агропромышленно-
го комплекса (АПК) – подготовка техники и 
технологий к использованию автоматизиро-
ванных линий, роботизированных и беспилот-
ных агрегатов. В отличие от промышленных 
предприятий, где автоматизированные кон-
вейерные линии вполне привычны, в АПК 
применение подобных машин и оборудования 
имеет свои особенности, которые должны 
быть учтены [1, 2, 3]. 

Во многих задачах, которые решаются в 
АПК, необходимо обеспечение непрерывной 
работы агрегатов и протекания технологиче-
ских процессов, которые связаны с изменчи-
выми входящими потоками [4, 5, 6,]. Причем 
характер изменения параметров входящего 
потока, как правило, случайная величина. Это 
необходимо учитывать при выборе оптималь-
ных значений таких управляемых параметров, 
как объем подачи сырья в механизмы непре-
рывного действия, время обработки, режим 
работы и настройки технических и технологи-
ческих агрегатов, скорость движения сельско-
хозяйственных машин и др. [2, 7, 8]. Научное 
обоснование управления непрерывно действу-
ющими агрегатами и технологическими про-
цессами при наличии случайных параметров – 
актуальная задача. 

Цель исследований – математическое опи-
сание случайных отклонений входящего пото-
ка сырья, для обоснования необходимых раци-
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быть трактованы в виде некоторой СМО. 
Например, рассмотрим мойку, сушку, обезза-
раживание или протравливание семян сель-
скохозяйственных культур на механизирован-
ных линиях непрерывного типа. Объем или 
количества материалов, находящихся на тех-
нологически активном участке, имеет стоха-
стический характер. Интенсивность такого 
потока зависит от объема подачи материала, 
который, как правило, имеет определенные 
колебания вероятностного типа. С помощью 
статистического анализа поступления штучно-
го, порционного либо непрерывного потока 
сырья можно прогнозировать величину неко-
торого эффективного коэффициента интенсив-
ности γ. Интенсивность входящего потока γ 
может характеризовать особенности работы 
узла подачи сырья в аппаратах переработки 
продукции, скорость движения сельскохозяй-
ственных машин по полю, изменчивость объе-
ма хлебной массы в валке при обмолоте зерна. 

Производительность агрегата, которая 
определяется набором числовых характери-
стик линии переработки, например, геометри-
ческими размерами, количественными показа-
телями параллельно или последовательно ра-
ботающих узлов, давлением, температурой и 
другими, назовем интенсивностью обслужива-
ния. Обозначим интенсивность обслуживания 
с помощью некоторого обобщенного коэффи-
циента η. Из-за неоднородности характери-
стик входящего потока (физико-химических 
свойств, объема, приведенной плотности, кон-
центрации и др.) время обработки и интенсив-
ность воздействия могут различаться. Для 
обеспечения удовлетворительной работы 
непрерывно действующих агрегатов или ли-
ний параметры γ и η должны быть согласова-
ны. 

В классических задачах теории массового 
обслуживания строятся математические моде-
ли, предназначенные для расчета числовых 
характеристик СМО, которые применяют при 
оценке эффективности ее работы. В качестве 
меры эффективности системы, чаще всего, 
рассматривают сумму потерь времени на ожи-
дание очереди и на простой каналов обслужи-
вания [11, 12]. В задачах, связанных с АПК, 
требования по эффективности функциониро-
вания системы могут оказаться более критич-
ными. 

Например, в терминах классической СМО 
превышение потока заявок над интенсивно-
стью обслуживания, то есть условие γ > η, 
означает образование очереди в зоне обслужи-
вания. После чего методом математического 
моделирования определяется необходимое 
количество обслуживающих каналов. В техни-
ческих или технологических системах АПК 
условие γ > η может означать, например, недо-
сушенный продукт, не обмолоченный колос, 
не срезанный стебель, поскольку в непрерыв-
ных процессах и системах целевой продукт не 
задерживается в рабочем узле. 

Недостаточность потока заявок, то есть 

условие γ < η, в терминах СМО означает 
простой обслуживающих устройств или 
оборудования. А в задачах АПК это может 
быть как неэффективная работа технико-
технологисеского средства, так и пересушка 
или перепротравливание семян и др. Поэтому 
обеспечение согласованностей интенсивности 
входящего потока γ и интенсивности обслужи-
вания η при рассмотрение проблем АПК в 
условиях распространения автоматизирован-
ных комплексов очень важно. Одновременно 
рассмотрение проблемы анализа и учета слу-
чайных отклонений входящего потока лишь 
как решение задачи СМО недостаточно. По-
добные процессы необходимо исследовать с 
позиции теории случайных процессов [13]. 

Предположим, что имеется некий меха-
низм или агрегат для механической, термиче-
ской или иной обработки сельскохозяйствен-
ной продукции, который действует в непре-
рывном режиме. В качестве примера можно 
привести работу зерно- или кормоуборочного 
комбайна, измельчителя корма, сушильного 
аппарата и др. Объем сырья, подаваемый в 
механизм для обработки, представим как не-
кий поток заявок случайного характера со сво-
им более или менее средним значением. Сред-
ним значением входящего потока можно 
управлять, изменяя, например, скорость дви-
жения агрегата или режим работы узла пода-
чи. Ставится задача выбора рациональной ско-
рости движения или режима работы узла по-
дачи с учетом случайности характера входя-
щего потока 

Входящий поток представим как некий 
непрерывный поток со своим средним значе-
нием и случайными отклонениями в разные 
направления. Хотя масштабы этих отклонений 
случайны, в качестве их размеров примем не-
которые осредненные значения. Характерные 
средние значения отклонений в разных 
направлениях могут не совпадать. Тогда из-
менчивость входящего потока заявок можно 
представит как отклонение от среднего значе-
ния в большую или меньшую сторону на вели-
чины + и –   соответственно.  

Как было отмечено ранее, отклонения вхо-
дящего потока на большую и меньшую сторо-
ны могут вызывать разные последствия. Это 
связано с тем, что во многих задачах АПК 
критична и недопустима избыточная обработ-
ка сельскохозяйственной продукции, напри-
мер, сушка зерна семенного фонда. В других 
случаях не допускается ее недостаточная об-
работка, например, шелушение или протрав-
ливание зерна. Другими словами, в задачах 
АПК иногда критична недозагрузка, а иногда 
перезагрузка используемого агрегата. Поэтому 
на отклонения входящего потока в разные 
направления необходимо реагировать разны-
ми способами. Критичными могут оказаться 
либо только + , либо только – , либо откло-
нения в обоих направлениях. Эти обстоятель-
ства должны быть учтены при моделировании 
конкретного процесса со случайными откло-
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нениями. 
Результаты и обсуждение. Предполо-

жим, что имеем дело со случайными процесса-
ми, в которых изменения могут происходить 
только в фиксированные моменты времени 
[12, 13]. Рассмотрим идеализированную мате-
матическую модель такого явления. При этом 
можно выделить две задачи. С одной стороны, 
бывает необходим следить за суммарным ко-
личеством отклонений, с целью определения 
времени или цикличности реагирования на 
них. Время наступления критического количе-
ства отклонений, естественно, тоже случайная 
величина. Для определения числовых характе-
ристик такого случайного процесса можно 
использовать модель чистого размножения. С 
другой стороны, когда учитываются отклоне-
ния в разных направлениях, они могут частич-
но или полностью компенсировать одно дру-
гое. Учет такой особенностей случайного про-
цесса возможен при использовании модели 
размножения и гибели. 

Предположим, что нас интересует время 
наступления определенного количество сум-
марных отклонений. Причем, в качестве от-
клонений, на которых необходимо реагиро-
вать, можно принять либо только + , либо 
только –  , либо все отклонения.  

Число отклонений за фиксированный про-
межуток времени t будет представлять собой 
обычную случайную величину, принимающий 
значения 0,1,2,…,∞. Пусть Pn(t) означает веро-
ятность того, что к моменту времени t окажет-
ся n отклонений. Тогда, величина P0(t) означа-
ет вероятность того, что за время t  не про-
изойдет ни одного отклонения. Следователь-
но, вероятность одного или большего числа 
отклонений составит 1 – Pn(t)  . Если λ означа-
ет интенсивность появления отклонений, ве-
роятность одного или большего числа измене-
ний в течение малого интервала времени h 
составит λh.  Соответственно, величина 1 – λh  
означает вероятность того, что за время h не 
произойдет ни одного отклонения.  

Рассмотрим смежные интервалы времени 
(0, t) и (t, t+h). Во втором интервале n отклоне-
ний могут произойти несколькими способами. 
Наиболее вероятны следующие две ситуации 
[13]: 

с вероятностью Pn(t)  может оказаться  n  
отклонений за интервал времени (0, t) и при 
этом с вероятностью  (1 – λh) не будет откло-
нений в течение второго интервала времени; 

с вероятностью Pn-1(t)  может оказаться n-1 
отклонений за первый интервал времени и с 
вероятностью λh  произойдет одно отклонение 
за интервал времени  (t, t+h). 

Кроме того может произойти некоторое  
(x ≥ 2)  количество изменений за время (t, 
t + h) и (n – x)  изменений за время (0, t). Одна-
ко вероятность такой возможности убывает 
быстрее, чем h. Следовательно, исходя из тео-
ремы умножения вероятностей, вероятность 
состояния системы в момент времени (t+h) 
определится суммой: 

Отсюда, после предельного перехода h→0 для 
значений n ≥ 1 получим дифференциальное 
уравнение: 

 (1) 

Полученная зависимость (1) представляет 
собой систему дифференциальных уравнений 
для состояний n=1,2,3,…,∞. Эти уравнения 
имеют рекуррентную структуру и решаются 
последовательно при условии, что функция P0

(t) известна. Для определения P0(t)  можно
повторить ранее приведенные рассуждения
для смежных интервалов (0, t) и (t, t+h). Заме-
тим, что в предположении n=0 может возни-
кать только первая из названных возможно-
стей. Тогда несложно получить  дифференци-
альное уравнение:

(2)

Количество отклонений контролируемой 
характеристики моделируемого процесса, от 
принятого стандартного ее значения, будем 
фиксировать с момента времени t = 0. Есте-
ственно, в начальный момент времени количе-
ство отклонений равно нулю и такое состоя-
ние имеет стопроцентную вероятность. Следо-
вательно, начальное условие для уравнения (2) 
имеет вид: 

(3)

Решение уравнения (1) – (2) при начальном 
условии (3) представляется в виде: 

Теперь предположим, что, наряду с откло-
нениями в сторону увеличения, наблюдаются 
случайные отклонения входящего потока в 
направлении его уменьшения. Пусть они слу-
чайным образом разбросаны, например, на 
маршруте движения агрегата. Построим мате-
матическую модель учета случайных отклоне-
ний + и –   при условии, что они могут ча-
стично или полностью компенсировать одно 
другое. 

Обозначим интенсивность появления от-
клонений + с помощью символа λ, а интен-
сивность отклонения –  – через букву μ. Для 
получения соответствующих дифференциаль-
ных уравнений вновь применим метод смеж-
ных интервалов, который использовали при 
выводе уравнения (1). Теперь в интервале  
(t, t+h) предполагаемые n отклонений могут 
произойти, кроме указанных ранее ситуаций, 
еще одним способом. В момент времени t мо-
жет оказаться (n + 1) отклонений и затем в 
интервале (t, t+h) с вероятностью μhPn+1(t)    
может произойти одно изменение в сторону 
уменьшения среднего значения. Тогда, вероят-
ность того, что к моменту времени (t + h) ока-
жется n отклонений, будет определять сумма 
трех слагаемых:  

1( ) ( )(1 ) ( )n n nP t h P t h P t h    

 1( ) ( ) ( ).n n nP t P t P t     

 0 0( ) ( ).P t P t  

 0 (0) 1.P 

( )
( ) .

!
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t
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t
P t e

n
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Отсюда, при условии h → 0, получим урав-
нение:  

 (4) 

Это уравнение записано для случая n ≥ 1. 
Когда n=0, аналогично с выводом уравнения 
(2), можно получит уравнение:  

 (5) 

У системы уравнений (4), (5) имеется 
принципиальное отличие от системы (1), (2), 
связанное с алгоритмом ее решения. Система 
(4), (5) должна решаться одновременно для 
всех функций Pn(t). Следовательно, необходи-
мо задавать систему начальных условий, 
например, в следующем виде: 

 (6) 

По построенным математическим моделям 
были проведены численные расчеты. На рис. 1 
представлена характерная форма поверхности 
вероятностей Pn(t), полученных на основе мо-
дели чистого размножения. Поскольку эти 
вероятности вычисляются для определенных 
количеств отклонений, которые в свою оче-
редь могут быть только целыми числами, при-
веденная на рисунке поверхность является 
ломанной относительно оси n. Для любого 
значения n функция Pn(t) имеет свой макси-
мум. Числовые значения этих вероятностей 
показаны на рис. 2 в виде контурных линий. 
Как видим, с возрастанием n вероятности по-
явления отклонений уменьшаются. 

Результаты численных расчетов по модели 
размножения и гибели (4), (5), (6) представляют 
собой семейство кривых. На рис. 3 показаны 
результаты решения системы из четырёх диф-
ференциальных уравнений для значений n=0, 1, 
2, 3. Как видим, характер изменения крайних 
линий для вероятностей Р0 и Р3 сильно отлича-
ются от изменений для вероятностей Р1 и Р2. По 
заданному исходному условию (6) вероятность 
Р0 в начале вычислений имеет свое максималь-
ное значение и быстро падает. Вероятности Р1 и 
Р2  начинают расти с нулевого значения и, до-
стигнув своих максимальных значений, начина-
ют уменьшаться. Особенную форму имеет гра-
фик вероятности Р3. Это связано с тем, что для 
ее вычисления использовали условие норми-
ровки Р0+Р1+Р2+ … Рn=1.  

На рис. 4-6 графики вероятностей Р1, Р2, 
Р3, Р4, представлены без сильно отличающих-
ся кривых Р0 и Рn. На рис. 4 приведены графи-
ки вероятностей при учете отклонений только 
в одном направлении. Они удовлетворительно 
совпадают с результатами, представленными 
на рис. 1 и 2. Следовательно, модель размно-
жения и гибели при μ=0 не противоречит и 
хорошо согласуется с моделью чистого раз-
множения. 

Совместное влияние отклонений + и  –  
на характер изменения графиков вероятностей 
представлены на рис. 5 и 6. Когда их интен-
сивности равны (λ = μ), кривые вероятностей 
Pn(t) имеют общую асимптоту по времени. Это 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ).n n n nP t P t P t P t         

 0 0 1( ) ( ) ( ).P t P t P t    

0 1(0) 1, (0) 0, , (0) 0.nP P P  

Рис. 1. Характерная форма поверхности вероятно-
стей модели чистого размножения при λ=2 

Рис. 2. Контурные линии вероятностей модели чи-
стого размножения при λ=2 

Рис. 4. Изменение по времени вероятностей модели 
размножения и гибели при λ=2, µ=0: сплошная 

линия – P1, штриховая линия – P2,. штрихпунктир-
ная линия – P3, пунктирная линия – P4 

Рис. 3. Изменение по времени вероятностей модели 
размножения и гибели при λ=2, µ=0: сплошная 

линия – P0, штриховая линия – P1, штрихпунктир-
ная линия – P2, пунктирная линия – P3. 
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означает, что отклонения с одинаковой интен-
сивностью, имеющие разные знаки, компенси-
руются одно другое (рис. 5). При условии   
λ > μ вероятности Pn(t) выходят к своим инди-
видуальным асимптотам (рис. 6). Следова-
тельно, входной поток со случайными откло-
нениями принимает свое стационарное состоя-
ние с некоторой приведенной интенсивно-
стью.  

Построенные математические модели (1)-
(3) и (4)-(6) позволяют определять числовые
характеристики разнообразных случайных
процессов АПК. При этом числовые значения
параметров λ и μ определяются путем обра-
ботки статистических наблюдений. Например,
разделив расстояния между соответствующи-
ми отклонениями на скорость движения агре-
гата можно перейти к распределению измене-
ний по времени ti

+ и ti
-. Тогда интенсивно-

сти появления отклонений + и – могут быть
определены следующими соотношениями:

где N+ и  N–  – количества отклонений опре-
деленного типа на интервале исследования. 
Величина интенсивности выполнения соответ-
ствующих работ η определяется с учетом осо-
бенностей рассматриваемого агрегата и прово-
димого технологического процесса. 

Выводы. При математическом модели-
ровании непрерывно действующих процессов 
или агрегатов АПК со случайными параметра-
ми могут быть использованы модели чистого 
размножения или размножения и гибели. Их 
использование позволяет вычислять вероят-
ностные значения параметров входящего по-
тока и их изменение по времени. Это открыва-
ет возможности для обоснования необходимо-
го рационального режима функционирования 
непрерывно действующих агрегатов с учетом 
случайных отклонений входящего потока сы-
рья.  

Рис. 5. Изменение по времени вероятностей модели 
размножения и гибели при λ=2, µ=2: сплошная 

линия – P1, штриховая линия – P2,. штрихпунктир-
ная линия – P3, пунктирная линия – P4. 

Рис. 6. Изменение по времени вероятностей модели 
размножения и гибели при λ=2, µ=1: сплошная 

линия – P1, штриховая линия – P2,. штрихпунктир-
ная линия – P3, пунктирная линия – P4. 
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ON SIMULATION OF RANDOM PROCESSES IN AGRICULTURAL COMPLEX 
R.I. Ibyatov, B.G. Ziganshin 

 
Abstract. Research was carr ied out with the aim of mathematical descr iption of random deviations of the in-

coming flow of raw materials, to justify the necessary rational modes of operation of continuously operating units in the 
agro-industrial complex. The incoming flow is given by the average value and random deviations in different directions. 
The intensity of the deviation from the average value up or down can be different. The numerical characteristics of the 
incoming stream are determined by processing statistical observations. Two tasks are considered separately. In the first, in 
order to determine the time or cyclicity of response to changes in the incoming flow, their total number is studied. For this, 
a pure reproduction model was used. On the basis of the constructed model, the numerical values of the probability that by 
the time t there will be n deviations are calculated. Such a function Pn(t) has its maximum for any value of n. When solving 
the second problem, it is assumed that deviations of the average value of the incoming flow in different directions can 
partially or completely compensate for one another. To take into account such features of a random flow, a model of repro-
duction and death was used. The calculation of the corresponding probabilities is reduced to solving a system of differen-
tial equations, taking into account the normalization condition Р0+Р1+Р2+ … Рn=1. Calculations have shown that if the 
deflection intensities in different directions are equal, the probability graphs Pn(t) have a common time asymptote. Conse-
quently, deviations with the same intensity, having different signs, compensate for one another. If the intensities are not 
equal, then the probabilities Pn(t) go to their individual asymptotes. This means that the input stream with random devia-
tions takes its stationary state with some reduced rate. The considered mathematical models make it possible to calculate 
the probabilistic values of the incoming flow parameters and their changes over time. This makes it possible to justify the 
necessary rational mode of operation of continuously operating units, taking into account random deviations of the incom-
ing flow. 

Key words: r andom processes, incoming flow, intensity of deviations, pure reproduction model, reproduction 
and death model, numerical calculations. 
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